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γ≧与の部分を右下の V2≦ ∬<1の位置にもどせばよいoJ｡ の変化も点の変換同様









2fnl (翠 ,2γ- 1) dxdy
-チ[wnl (i)+Wn_1(電力] (1.3)






























を仮定することにする.つまり,十分大きい Iklに対してはW.(困 )- Oと考え
てよい｡
(初期分布に∂関数を含むときはこうはならない｡





従 って (1.4)よりn-∞の時 IkI-o 以外の成分はすべて0となり,予想どうり分布
は一様 な分布に漸近することが判る｡このことから,パイの変換 Tによって移され る正
方形の中の点の運動の妨復性の程度 をうかがい知ることができる,I
パイの変換と同型なベルヌイ変換について言及することにして,この章を終えること
にするo先の点 (xo,y｡)(3.,%はそれぞれ 0 ≦ x.,y.≦1 の2進有理数以外の点 )






















以上 実際の- ミル トン系を学ぶ前にいささか抽象的な力学系について説明したのは,
このパイの変換が,微分不可能な集合 (測度o)を持 ってはいるが,保測性 を有すると
いう点では前者の抽象化と考えられ,さらには統計力学の観点から見て興味深い,エ′レ
ゴ.- ド的な力学系の一つのひな型とみなせるからである｡













計算機 (ManiacI)で次の非線型振動子系の数値実験 を行なった｡彼 らは,′､ミル トニア
ンが




















































3 , - ik=塁N(芸)exp〔写)















ako≠ O ak- 0 for k≠ ko
k(,によって直接励起され うるモー ドは,
k+(±ko)+(±ko)+(±ko)- 0,2N,4N
をみたす kとなる｡例えば, k.- ll,と
するとこの kは1(-1)のみである｡ 次に































頃から他のモー ドのエネルギーが増えはじめていることがわかる0 11番 目のモー ドを
みている限 り,途中まで進行したとき,更に実験をつづけたときに,同じことがくり返
されると考えられ,上述のような ドラマテイクな変化がおこりうるとは思われない｡事
実,場合によってはいくらっづけてもC?)同 じことがくり返 され るような場合 もある｡こ
れを区別するのは,11番目以外のモー ドのエネルギーをみることであるo Fig･6から
ゎかるように11番 目のモー ドのエネルギーの挙動は殆んどかわらないにも拘らず,ほ
かのモー ド,特に 1,9,13などが次第に増えているのである｡ そして急激な変化をおこ










目のモー ドの振幅 a)に依る｡今 aを固定して スのみの関数とみた時の結果を次に示す｡
縦軸は Tl1(i)横軸は ワニ la2 であるO
1/T vsで･ Fig.7












ことによって生ずる誤差 (trancationerror) i)ある桁以下 を常に打切ることによって









どか ら, この誘導現象は決 して計算誤差によるものではなく,この系それ自身が持っ性
質 と結論できる｡次に誘導現象を詳 しく調べよう｡
まず k- ko モー ドにのみエネルギーを与えたとすれば,初期の段階では次の方程式
系が近似的になりたっ｡















































は異な り高い振動数のモー ドを励起したのであるが, もしk｡ が小さいものであれば,





















7->7 の場合について補足 しておこう｡この時の各モー ドのエネルギーの振舞いは,C
先の解析では不安定領域に入るにも関わらず,誘導現象は起らない｡むしろ各モー ドは









しかしこの同期の周期は符を大きくしてい くと誘導期間に連続 してい く｡直観的に
説明すると, qc近傍 では k｡モー ドのエネルギーが他 のモー ドに流れることによっ








の k.モー ド-の影響がきいてくる現象で, ll,1,9 のモー ドのみの関与する現象と
言 うことになる｡しかし1のモー ドのエネルギーはいっも小さい｡そこで, 11モード







α9 - 0･273 α9-0
で- 0･117 (符>甲C-0･066)
??



















A(i),B(i) 等は A,B,a,子1,GO29の関数 として求めることができる｡これはFig.10を











積分系とはf自由度 を持っ/､ミル トニアン系で,f個の一価の積分Fi( i-1,-.i)
を持つものを言 う.Fiのうち一つはハミル トニアン自身であるが, それらは互いに包
含関係になければならない.即ち,すべての7n,nに対して
aF

















であるO軌道ののっている空間(多様体 )をMとすると,Mの上ではF-k をみたす｡nl 11
YmはF - kmの面に直交するからすべてのU はFn-fm の面に接するOそれ故Mはm ∩
すべてのベク トル場Umに按 している｡Mは有界であるとすると,これはMカ号 -ラス
であることを示 している｡すると適当な正準変換によって (p,q)-(k,甲),H(p,q)
をkのみの関数H(k)とすることができる.H(k)は甲を含まないから,これで積分が求め
られる｡この軌道はJ次元の トー ラスの上にある｡ トー ラスには連続的な変化で消滅さ
せることの出来ない閉曲線がJ種類あるっその曲線をγiとして
Ji-吉 J,.(Epidqi), i - 1,2･･･,f
1
によって作用変数を定義する｡連続的な変化で消滅させられるような (単連結 の面内の)
閉曲線に対してはこの積分は0であり, J･はkのみの関数で表わされ一定である｡ J･L ､~`■- -- - - ~ L
に対する角変数 βiは

































発 した軌道が次にこの面Pに交わる点 を対応 Fig. 11
させる変換を考えることができるが,この変
換は Poincar6mapping と呼ばれている｡これをTと表わすと, x｡EPから出発した軌










に離散的な保測変換としてTの性質を調べてみよう｡ Tが不動点, T(Lro)- tr.を持っ
としてこの回りでの変換の様子を調べる｡線型変換〟は次の様に定義される｡
∂















































となっている｡二 自由度系 を考 えると,可積分系では T自身 によって二次元 トーラス







3 3 T o o
0ー 4 6 13





って 1,2,3,- と写像がえられ.たとえば丁度 n回目にもとの点0に一致するoIJで







在する｡ qの原像 pはもちろん半径上にありq- Tnb)である｡この点だけはTnによ
って同じ半径上を動くのである｡さて,角甲を連続的に変えてゆくことによって,各半
径上の点p, qも連続的 に変化してゆき,それぞれ曲線γとγ′を定義する｡Tn(r)-γ′











ある｡ この偶数個の交点は,それぞれ同 じ半径 の上のγ上の点でもありγ′上の点でも










作用積分Jと,角変数 甲で表わされるf自由度の系で- ミル トニアンは二つの部分に
分れ るとする｡
H(J,甲)-H.(I)+ EV(J,甲) (3.12)
Eは小 さな摂動パ ラメタ-である｡ J, 甲はそれぞれf個の Ji,Pi をまとめて表わし
たものである｡ハ ミル トニアンH｡は不変 トー ラスをもっている｡この不変 トー ラスは,











とができるならば,最後にハ ミ′レトニアンは H-How(J∞)とな り系は可積分系である
ことを示すことができる.即ちJw(I,?)-一定なる積分が存在する.そしてこの不変
























Elig o,岩上 ∑vk(I,)e2棚 ]
(3.19)
となるo ∂H./∂Jでエ リi(J′) として, Eの一次の項を0とするように Sk を決めてや1
る. (3･13) の条件からyiは一般に J′の関数であり,これが後の解析に必要である
ことがわかるだろう｡








の形をしてお り,一般にいくらでも小 さくな りうる｡この為Sは一般的には収束しない
のである｡この困難は ｢小さな分母の問題｣と呼ばれている｡ところが, Kolmogorov-
Arnol'd-Moserは 日27Ey(J′),kIlに有限の下限を与えるJ′が位相空間の中で有限測
度存在することを指摘 し,従って十分小さな Eに対 して位相空間の中に先のSを収束さ
せる有限測度 を持っ領域 (∫′)があることを主張 した｡たとえば簡単な二自由度の場合
に見てみよう｡まず,適当なK, Lに対して,いかなる kl,k2に対 しても
･i a-i












とな り,この右辺の最後の和は hkが困-(klトロk2[-- の時十分速やかに0に
近ず くとすれば, (このことは,摂動項があまり特異なものでないことを仮定している)




kl=1:k2- 0,k2- 1 の時それぞれ
Ial<K Ia-1J<K
k= 2:k2- 0, k2- 1, k2- 2 の時それぞれ1
困 <芸 , 恒 を ,< 芸 ,La-11<芸
kl= n :, k2= 0, k2- 1 k2- n の時それぞれ


























k1-=1 埠 1 ~kT-1 境~1
∞ K め
























双曲的不動点は,いわゆる乾点であって,そこか ら離れてゆ く点の軌跡 H_- 1xLlim
n-十〉oO
r n(a)- xo) と近づいて くる点の軌跡H.-(3日im Tn(x)- xo) の二種類の枝が出n~~九)○
ている:)異なる双曲的不動点 pl,P2か ら出た H.,H_ は交わることがあ｡うる(Fig.
Fig. 17
17)｡ この異種の二枝 の交点を Heteroclinicpointと呼ぶ｡ Heteroclinicpointは一つ
あれば,実は無数 にあることはTが連続 な写像であることから容易に判 る.
Fig･17 において plに入るH_とp2 から出るH.を考 えようOこの二つの不変曲線
が Alで交わったとしよう0 4 はH_上の一点と考えればH_上 をplに向って,4 ,
A3,･･･と写像 され るOまた Al をH. 上の一 点 とす れ ば, A2,A3,･･･はH.上になけ
ればならない｡従ってH.の軌道は図のようにH-の曲線上を折 りたたまれる｡またこ






























































































なる系を考えると,これは 8- 1で H6non-Heiles系 と一致 し, 6-0で可積分系となる
る｡可積分系に近い程不規則領域にも可積分系の痕跡があらわれその構造が明らかにな
るであろう.しかし8- 0にあまりに近すぎると,不規則領域は′トさくなりすぎて,鶴













がえられ るが,その抜けている領域の点 17か らの写像はその空白の領域 を埋める (
Fig.23)｡ このようにしてこの乱雑な領域は,一つにつながっていず,準周期的な








































にある衛星は破壊 されてしまう有名な Rochelimit(土星の中心から152,300km ) の
内側にあることから,この限界内に入り込んだ天体の残骸 とも考えられる｡土星には環
以外に,三つの衛星, Enceladus,Mimas,さらに最近発見された Janus(1967) があ







を構成している小粒子の一つ一つと,土星 衛星のうちの一つ Mimasは三 体問題 (刺
限 )と考えることができるo土星をめぐる,′磯 子は試粒子とみなせて,この存在が土
星はもちろん Mimasの運動に反映することがないと考えてよいからである.またM卜
mas を,土星の回 りを周行する小粒子に対する摂動と見なせる｡ そ うするとKAM
理論から′憧 子のうち,その周期が Mimasの周期 と有理化の関係になるような位置に
あるものは不安定であ｡,そうでないところでは安定な軌道があって環をっくることが
判r5o Mimasの振動数Wの有理数倍となる軌道はそれぞ れ
9- 2W ,116.9 103km
β=3α , 89･2 ×103km
B- 3Q′ ,114.5 ×103km
但 し最後 W′は衛星 Enceladusの振動数 実際に土星の中心からこの距離ところに,









撞 球 問 題






入射角 をaの sine s- sinaであるoiは円周の長さで割ってあるとし 刷 ≦0.5,
日日≦号 とするo質点は外側の円に当る度に (/1,31), (Z2,32),-･の値を与え











外側と内側の円の半径を夫 々R, rとし, 2つの円の中心間の距離を∂とするor,=
r/R,∂′-6/Rとおく｡0を中心 とし半径r+∂の円を画くとこの円に接する軌道の
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斎藤信彦
はαは変らない｡ (/,∫)の図では横軸に平行にすすむことになる｡もしその点がCの
領域から外れてBの中に入ると,次には内側の円と衝突する｡Bの領域の中の写像はA
と同様,不変曲線の上を動き,Cに入ると,写像点は平行移動し再びBの領域に入った
ときは,前 と異なる不変曲線上を動く｡こうしてCの領域を通 して不変曲線の間を転移
す る｡これが図にあらわれる写像点の乱雑な分布の原因である｡
不動点は(0,0)のほかに(1/2,0)があるが,この点は不安定である｡図にはそのほ
か6つの安定な不動点があり,そのまわりに島が出来ていることが示されている｡
この構造は, H6non-Heiles系と同様に見えるが全くちがう｡ H6non-Heilesの不変曲線
はKAM理論のそれであり,連続的に存在するものではない｡
衝突によって一つの不変曲線 (積分 )から他の不変曲線-転移する例はこのほかにも
ある｡この種の系の乱雑挙動とエルゴー ド性は,しか しまだ十分しらべられていない｡
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